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第二階論理の非標準モデル
田畑 博敏*
はじめに
第二階論理が、解釈のための標準モデルである標準構造 (standard stmcture)に関して不完全
である、すなわち、標準構造で妥当である第二階論理式のすべてを、かつそれらのみを演繹できる
言予算体系が存在しない、ということはよく知られている0。 このことは、標準構造のクラスカ湘 さヽ
すぎて、それによって妥当性が認定される妥当式の集合が大きすぎる、ということに起因する。な
ぜなら、標準構造では、個体宇宙が決まることによって、関係宇宙カミ個体間の可能なすべての関
医を一挙に同時に含むような唯―の関係宇宙を設定するように、最初から制限されているからであ
る。これまでに、われわれは標準構造に基づく第二階論理の特陛と、それに関連する形で第二階ペ
アノ算術とを、言語の表現力の比較という観点から論じてきた②。本論では、第二階論理を解釈す
るための非標準モデルとして、ヘンキンに由来する③一般構造 (general structure)を考察する。
一般構造では、ある (自然数)nに対してn項関係宇宙 Alaカミ個体宇宙Aのn項デカルト積の中
集合?Allの真部分集合となるような非標準構造力＼標準構造とともに、考察の対象となる。その
結果、構造のクラスはきわめて大きいものとなり、妥当式の集合はそれに (いわ|⇒反比例して収
縮する。そのようにして小さくなった妥当式の集合は、第一階論理計算の単純な拡大である (以下
で述べる)言十算体系C晩によって演繹される集合に一致することになる。さらに、妥当性を、「す
べての一般構造で真となること」と解釈し直すならI求完全性定理やレー ベンハイム・スコーレム
の定理が、((万2より強い)第二階論理言予算C21こおいても成り立つようになる。
このような非標準的構造を意味論の道具に用いることは、われわれが多領域的 (または多ソート
的many"sorted)見地に立つ、ということを意味する。それは、つぎのような考え方である。われ
われは、第二階論理の量化が適用される関係や関数力＼個体宇宙によって予め一義的に決定されて
いる、と考える必要はない。関係や関数のうちには、われわれにとつて扱いやすいものもあれイ点
そうでないものもある。例えば、個体宇宙が可算であっても、その上で定義される関係 。関数は可
能的には非可算個存在するが、それらがすべて第二階の言語で定義可能であるかどうかについては、
何の保証もない。標準構造の背後にある集合論では、巾集合の概念が確固たるものとして認められ
ており、従って、各関係宇宙Anは、個体宇宙のn項デカルト積の巾集合TAnが、すべての可能な
n項関係の全体を形づくつている。しかし、われわれは、lAnの部分集合としての)さまざまな関
係のうちで、われわれがコントロールしやすいものに限って量化することを考えることも可能であ
る。非標準構造で、n項関係の宇宙を、TAnの複数個ある真部分集合のうちの一つとするのは、以
上のような多領域的見地の反映である。
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ここで、本論文が扱う構造と定理との関係を概観する。まず、標準構造 (standard structllre)
のクラスSoSにおいて妥当となるSOL(第二階論理 i eecOnd Qrder logic)の文の集合を “卜S.S"
と表示する。すなわち、 卜S,S=(ψ:。はSOLの文&卜sosけとする。卜S.Sのすべての文を生成
する完全な計算体系は存在しない力＼健全な計算体系C21よ存在する④。さらに、C2を引臀弱めた
計算体系 0「2を定義できる③。計算体系C2およびar2で論理的定理として導かれる式の集合を、
それぞれ、“卜C2"(または “卜SOLりおよび “卜σず (または “卜MSL")とする (`MSL"は
多領域論理manyいsorted logicに由来する)。このとき、卜C2は卜StSの真部分集合である。そこで、
妥当性の条件を厳しくして卜C2に対する適切な意味論を与えるために、われわれは以下において、
広義の構造であるフレー ム 修ame)を導入し、それに基づいて、一般構造 (general structure)
を定義する。それらの定義によって、フレー ムのクラスァで妥当となる第二階言語の式の集合トア、
および一般構造のクラスリuで妥当となる第二階言語の式の集合併a"淀まる(6)。それらは、
臣恥と臣2に一致する。すなわち、
トア=に馬
および
卜
“
=rC2
となる。そして、各構造のクラス間の包含関係は
SoS⊆宴
'⊆
ケ
であるから、それらの構造で妥当となる式の集合の包含関係は、これとは逆に、
トァ⊆卜
“
⊆卜S,S
となる。以上の関連を、マンザノに従って図示すると、つぎのようになる (7)。
以下の各節において、これらのことを確認していく。
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1日 第二階フレーム
まず、われわれは、標準構造のクラスSoSよりもはるかに広いクラスとなる、第二階フレー ムのク
ラスアを定義することから始める。
1.1フレー ムとはなにか
1.1.1フレー ムの定義
第二階フレー ムえ はつぎのように定義される :
兜=<ムくAn>n≧1,くCみc∈OPEIICONS>o
ここで
①A≠り は個体の宇宙であり、非空である。
liilttn≧1に対して、②≠An⊆?An。
liiiJFLAC(R)=<0,1,.…n,1>というタイプを持つ、各n項関係定項R∈OPER,CONS(=個体定
項と関係定項の集合)に対して、RЙは、(標準構造の場合と同オ∋ 個体上のn項関係である。
いま、われわれは、Rtt Anという条件を加える。すなわち、構造において (考察の対象とし
て)予め特定された関係は、対応する宇宙のメンバ でーなければならない、ということである。
徹)FLNC(f)=<1,1,….n+1,1>というタイプを持つ、各n項関数定項f∈OPERoCONSに女すし
て、 fえは個体上のn項関数である。さらに、 ftt An+1である。とくに、個体定項aに対し
て、taJ∈Alという条件がつく。
すでに述べたように、フレー ムのクラスをグと表記する。
標準構造の定義と比較してわかる、この定義の特徴は、①にある。つまり、n項関係の宇宙An
は、フレー ムでは、Aのn項デカルト積Anの中集合?Anの、任意の部分集合でありうる。標準構
造では、An=?Anでぁった。また、構造において予め特定されている関係と関数に対して、それ
ら力減寸応する宇宙に含まれている、という条件が、量化の目的達成のために課されている。
1.1.2命題:標準構造のクラスS.Sは、すべてのフレー ムのクラスアの真部分クラスである。
【証明】
定義により、任意の標準構造はフレー ムである。・ЦO。 さらに、フレー ムの定義のliiJにより、その
n項関係宇宙An力＼An⊆?AnかっAn≠?Anでぁるような、そういうフレー ムЯ=<ム<An為≧1,
<Ctt cc OPERCONS> を取ると、これは、全フレー ムのクラスアのメンバーではあるが、標準構造
のクラスS.Sのメンバ でーはない。・l②。よって、①、②より、標準構造のクラスは、フレー ムのク
ラスの真部分クラスである。すなわち、S.S⊆ス しかしS.S≠アである。      Q.ED.
1.2フレー ム上の意味論
1.2.1フレー ムにおける項・述語の意昧と式の充足
フレー ムЯが与えられ、Я上の割り当て (変項への値の配分assignment)Mが定まったとき、
われわれは、解釈 :
r=<ノL碓
すなわち、第二階言語L2の項と述語の意味、およびL2の式の充足を、標準構造の場合卿こ準じて
定義する。特に、同一性 (同等陛equality)も、ここでは、原始的なもの感rimitiVelと見なす。こ
うして、非標準モデルによって第二階論理の意味論を与えるときも、第二階言語L2は不変であり、
フレー ムにおける項の定義も、フレー ムにおける式の充足の定義も、標準構造におけるそれらの定
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義と平行している。しかし、重要な違いもある。それは、フレー ムを用いるとき、式。と変項列xl,
泡,…,Xllによって定義された関係がn項関係の宇宙Anの中に存在する、という保証がないことであ
る。それは、言い換えると、ラムダ記法による関係記号の意味、つまり/(λ xl…xn ωが、えの個
体上の関係であったとしても、Anのメンバーでは必ずしもない、ということを意味する。
1.2.2フレー ム・モデル(frame mOdel)
第二階フレー ムЙ∈ス および<え 傍ヽSAT 9である割り当てlassを田nentl Mがあるとき、
く鬼 h傍はりのフレー ム・モデルである、と言う。これは、一つの式に対するフレー ム・モデル
である力＼式の集合に対してもフレー ム・モデルという言葉を使う。すなわち、「 が式の集合であり、くぇ ?併 がγ∈「
である各式γのフレー ム。モデルであるとき、くぇ さか は式の集合Fのフ
レー ム・モデルである、と言う。
1.2.3フレー ム上の帰結
われわれは、
「 トァcp
と書いて、9がすべてのフレームのクラス ア における、式の集合「 のフレーム帰結
Kframe‐cOnsequencOであることを表示する。その意味は、P中のすべての式のフレー ム・モデルが、
式。のフレー ム・モデルでもある、ということである。
命題 :フレー ム帰結は、標準構造における帰結を含意する。すなわち、任意の、式の集合「 と式
りに対して、
P卜rtp⇒「 卜s,Sψ.
【証明】
「 トァ。と仮定する
。・JO。いま、えを、Fの標準モデルであるような、兜∈S.Sなる任意の標準
構造である:兜卜sr、とイ反定する。・Ц②o S,S⊆アであるから、Я∈ァでもある。つまり、Яはフレ
ムーである。よって、Яは「 のフレー ム・モデルでもある。ところが、①の仮定により、Fの任意のフレー ム・モデルはりのモデルだから、兄はりのフレー ム・モデルである:兜卜家p。 ところカミ
仮疱②により、えは標準構造だった。ゆえに、えは。の標準モデルである:兜卜s.s cP。以上により、
(V刀(え卜s.s「⇒え卜s,Sじが示されたから、F卜s,sゅである。こうして、Fトテ⇔ F卜s.s9が示
された。 Q.E.D。
1.2.4フレー ム上の妥当性
もしつ トァ。ならば (つまり、すべてのフレー ム・モデルが9を充足するなら|⇒、式9はフレ
ーム妥当である、と言われる。
命題 :フレー ム妥当性は、標準構造での妥当性を合意する。すなわち、任意の、式の集合「
と式
ゅに文すして、
卜Tcp⇒伴s,s9.
【証明】
任意の式9を取り、卜Ftpと仮定する。・ЦO。いま、兜∈S,Sなる任意の標準構造兜を取る。S,S⊆
アであるから、えはフレー ムである。仮疱③より、えはりのフレー ム・モデルである。ところが、
Яは標準構造であった。よって、えはりの標準モデルである:兜卜s.s cpOしかも、Яは任意の標準
モデルであった。ゆえに、卜s,sψである。こうして、卜rtp⇒卜s.soが示された。  Q.E.D。
1.2.5フレー ム上の充足可能性
式ゅがフレー ム充足可能である 徹ame‐sati?able)のは、ψのフレー ム。モデルが存在すると
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き、かつそのときにかぎる。
命題 :フレー ム充足可能陛は、標準的充足可能性を合意しない。
【証明⑨〕
S,S⊆アであるから、φを充足するフレー ムが存在したとしても、それが、標準構造であるとはか
ぎらない。よつて、フレー ム充足可能性が標準的充足可能性を含意する訳ではない。実際、式 :
ヨxヨy[VXはxく→XyJ∧¬儀予)〕。……(★)
を考える。この式はフレー ム充足可能であるが、標準構造で充足可能ではない。夕」えば、個体宇宙
がA―(0,1}であるフレー ム兜で、 1項関係宇宙が
Al=(り,(0,1}}
であるものを考える。割り当てM力＼個体変項x,yにそれぞれ、0と1を与えたとする。すなわち、
M①=0,Mゆ=1。0≠1であるから、r=<ぇM>で、rは¬徹⊃)を充足する:rSAT司lx―yJ。ま
た、AlのどのメンバーをXとして取つても、0,1が(すなわちMlxJとM伊力∋その要素になるか
どうかは完全に一致するから、先と同じr=<ぇM>で、rsATV XCXx(→XyJ。∴解釈rは式 (★)
を充足する。しかし、洋約,1}に基づく標準構造では、 1項関係宇宙は
Al={り,(0),(1},(0,1)}
である。よって、MlxJ≠Mやである0=MCxl,1=Mlylを取れば、発卜→Xyを満たさないXゆJえば
{0)や{●)を取ることができる。よって、式 (★)はこの標準構造で充足不可能である。しかも、他
のすべての標準構造でも充足不可能である。なぜなら、そもそも、標準構造では、V XKX率⇔Xyl
は実質的にxvを意味するから、式 (☆)は標準構造では矛盾した内容を持つからである。従って、
式 (★)は、標準構造では充足不可能である。                  Q.E.D.
1.2.6フレー ムにおける同値性と同一性
二つの式 ゅとΨがフレー ム同値である lframe‐eqtuvalentlのは、われわれが、
9卜JHI(りを充足する任意のフレー ム。モデルでΨが充足される)
かつ
Ψ卜角財(Ψを充足する任意のフレー ム・モデルでφが充足される)
ということを証明できるとき、かつそのときにかぎる。明らかに、フレー ム同値隆は論理的 (=標
準的)同僧陛を含意する。すなわち、以下のことが成り立つQO :
ψtt Aデ&Ψ 卜灼 ⇒ ゅ卜S,SΨ&Ψ卜 Sゃ。
ところで、このフレー ム同T●LJ陛はきわめて強く、論理的同値陛がフレー ム同値性を合意すること
はない。
さらに、われわれは、標準構造では、以下の、同一性の二つの定義を使うことができたQつ :
VZ(Zx⇔Zy):xとyはすべての性質を共有する、
および
v z2(v z z2zz→zxy):xとyはすべての反射的関係にある、
である。これらは、フレー ム同値ではない。また、すべてのフレー ムでこれらが同一性を定義する、
ということもない。そのことは、r(=<ぇM>)があるフレー ム上の解釈のとき、上の二つの式によ
って定義される関係が異なることがあるし、それらが同一性とも異なりうる、ということからも示
される(1の。
lJ3フレー ムにおける健全性と完全性
これから、フレー ムに基づく意味論を立ち上げ、計算体系C2、C2の健全Lと完全陛を問題にす
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る。0「2に関するかざり、フレーム意味論はうまく行く。すなわち、言語L2を用いることにより、
シークェント言十算C2の規則によって、われわれは、フレー ム妥当であるようなすべての式を、か
つそれらのみを演繹できる。こうして、 rC‐2=トアが成り立つ。すなわち、言十算体系 C2は、すべ
てのフレー ムのクラスアにおいて (弱い意味で)完全であり、健全である。さらに、言語L2のす
べての「 (式の集合)と式榊獣寸して、Fトァゅぐ⇒F臣
‐29 が成り立つ。すなわち、アにおいて、
計算体系C恥は、(強い意味で)完全であり、かつ健全である。
しかし、フレーム意味論は、計算体系 C2に対しては適合しない。なぜなら、包括原理
(comprehens10n)を用いてC2で得られるいくつかの定理が、すべてのフレー ムのクラスアにお
いて、妥当ではないからである。つまり、計算体系C2はアによる意味論に関して非健全色nscjundl
である。
1.3.1フレー ムにおける0ぇの健全性
補題:すべての「 とりに対して、F rC‐29⇒Fトァゅ。
1.3.2フレー ムにおける場の夢F健金性
補題:rC2り しかしトァψではない、そのような式ゅが存在する。
【証明】
計算体系C2の定理ではあっても、すべてのフレー ムで真である訳ではない、そのような式の具
体例を示せばよい。ところで、C2では、包括規則Kcomprehension ruleJが原始規則として備わって
いるから、すべての包括公理Comprehension ax■om)が定理として導かれる。そこで、すべてのフ
レー ムのクラスで妥当である訳ではないような包括公理を構成するために、式 :
Rxv Tx
を取る。この式に対応する包括公理は
ヨXV xlXx(→lRxv TxJ)・…(#)
(RであるかまたはTであるような、
すべての個体から、かつそれらのみか
ら成る個体の集合が存在する)である。
この式 (#)が、偽となるフレー ムと
して、つぎのものを取る :
2=<(1,2,誹,くBn>n≧1,<(1),(2J>>        (#
ここで、(1}=Rtt k2J=Tり、かつBl=
{(1),(2})とする。このとき、{x∈B:Rx∨T対=(1,2}¢Bl=Цl),C21)であるから、この式 (#)が
存在を主張しているような個体の集合は、フレー ム2においては存在しない。従って、式 (#)は
フレー ム2において偽となる。                           Q.EoD.
こうして、フレー ム意味論は、SOLの言十算体系C2には相応しくないこと力半J明した。
1.4フレー ムにおける同一性の定義不可能性
われわれは、標準構造においては、式i V XKX率⇔ yJによって、同一性:xyを表現できた。
しかし、フレー ムにおいては、同一性を第二階の式で定義することができない。そのことは、以下
のようなフレー ム刀および解釈rく塊凸傍を考えることによって、理解できる。その解釈rは、式 :
V XKXx<⇔冷)のフレー ム。モデルではある力＼r①≠roとなる解釈である。実際、フレー ム兜
の個体宇宙Aと1項関係宇宙Alを、
A(1,2,3}、 Al={②,(1,2,3,》
鳥取大学教育地域科学部紀要 地域研究 第5巻 第1号 153
とすれば、このとき、どの (異なる)個体 1,2,3のペアーを取っても、それらが集合②、(1,2,3Jに
属するか否かは完全に一致するからである(1つ。
この状況を改善するにはどうすべきか?
(イ)最も簡単な解決策は、FOLttst order logicJの場合と同様に、同一性記号を原始論理記号
lprimitive logical syttbollと見なすことである。すなわち、記号 “="を、原始関係定項として形
式言語に追加して、その意味を、フレームえで “=ダ'として、予めフレームの中に、真の同一性
関係として確保する。あるいは、式 :停sがフレーム・モデルr<え凸いで真であるのは、r③=
r lslであるとき、かつそのときに限る、と規定することである。そのとき、言十算体系に対しては、
同一隆の代入規則と同一性の反射律を、原始規則として追加する必要がある。
(口)別の方法としては、腔 ましくない」フレー ムを最初から締め出してしまう、というもので
ある。陛 ましくない」フレー ムとは、不可識別者同一というライプニッツの原則が当てはまらず、
異なる個体 lx≠y)力滞鰯1不可能になる (VXα支く→XyJが成り立つ)、 そういうフレー ムである。
このようなフレー ムを禁じるには、すべての単元集気singletODをフレー ムの関係宇宙に含ませれ
ばよい。そのとき、フレー ムは正規のものCnormaljとなり、
V xy∈A[V XCAllx∈Xs>y∈Xl―x―yl
が満たされるからである(10。
1.5与えられたフレー ムにおける定義可能な関係
フレー ムЯ=<札くAn≧｀1,<Cみc∈ばmcoals>と第二階言語bが与えられたとする。このと
き、Яとめの式の集合であるFORM(L21は、関係の定義可能性に関して、一定の仕方で関連する。
以下で、その関連を見る力＼導入される区別は、第二節での一般構造の定義に用いられる。
1.5.1フレー ムЯの第一階関係の定義
(1)フレー ムЯの (またはЯ上の)第一階のn頂関係を、個体宇宙Aのすべての可能な関係 (つ
まり、Anのすべての部分集合)とし、そのクラスを、RELl説(のと表示する。すなわち、
RELlSt∽=Un≧1枢:X⊆An}=ull≧1?Al・
である。こうして、単に「え 上の第一階関係」という場合は、(標準構造におけるのと同様に)個
体宇宙Aを基礎として考えられる、可能なすべての関係を意味する。しかし、フレー ムの関係宇宙
の中に、これらの可能な関係すべてが含まれている訳ではなかった。そこで、
②R∈OPER.CONSt獣寸して、X―R2またはX∈ュ転のとき、第一階n項関係XはЯの中へのCintol
関係であると言い、この関係のクラスをRELl説(∈刀で表示する。Я上の関係が可能な関係だとす
れItt Яの中への関係とは、現実に、フレー ムの関係宇宙に含まれている関係のことである。
こうして定義される関係は、すべて第一階の関係である。第二階のフレー ムの関係宇宙において
も、個体間の関係 (つまり第一階の関係)しか存在しない。しかし、Я上の6切n項関係がすべ
てЯ の中へのCinton関係である、とは (定義上)もはや言えない。そのことを、命題として確認
しておく。
縄
(1)任意のフレー ムЯに対して、
Un≧lA.=Al∪A42∪~°⊆RELlSt∽
が成り立つ(10。
(の任意のフレー ム刀において、
RELISt(∈ジゆ⊆RELIStCつ。
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③シグニチュアの選択 (つまり個体・関係定項として何を取るか)次第で、
(C刀:C∈OPERoCONS}⊆RELl説Cつ
1.5.2刀の第二階の関係の定義
(1)REL(のを、えのすべての第二階n項関係のクラスとする。すなわち、
REL∽=Un≧llX:X⊆Al×…・×A齢 ここで、Aも=AまたはAii=Attllm≧1)。
12)第二階n項関係Xがえの中へのCinto刀関係と呼ばれるのは、X∈」転であるか、または、RC
OPER.CONSに対して剤 えである場合である。この関係のクラスをREL(∈列と表記する。す
なわち、
REL(∈刀)=想
“
ヨnα∈AうまたはR∈OPERoCONSなるあるRに対してX―Rえ}
縄
(1)定義により、RELl《幻⊆REL(刀が成り立つ。
(21シグニチュアの選択次第で、REL徹(∈列=REL(∈刀。
1.5.3 言語L2を用いた、兜定義可能な第一階関係の定義
個体変項の列tl,。中,xll■を伴う式りが助を用いて、構造Яにおいて関係Xを定義するのは、
X=(<れ,…,xn>∈Ani Я『 1…Xnxl…xnlSATcpl (ここでFREE(0⊆徹1,…,X母)
としてXが表現されるとき、かつそのときにかぎる(1の。
DEFl説(几L)を、L2を用いて兜定義可能なすべての第一階関係の最小クラスとする。
1.5.4 言語L2を用いた、Я定義可能な第二階関係の定義
Xがあを用いてЯ定義可能な第二階関係である
⇔ XがЯの第二階関係であり、かつ以下を満たすめの式ゅが存在する :
浄 { 1々,…,vnI∈Al×…×Ah:兜Ⅳ¨特itt SATけ
(ここで、FREElel=lVl,…,恥〕、各 j(1≦j≦うに対 して、変項 巧はタイプ ij∈VAR←タイプの集合))
DEFttIIりを文サ応するクラスとする。
1.5.5L2を用いて、パラメータ表示で兜定義可能な第一階および第二階関係の定義
(1)第一階関係Xが言語L2を用いてパラメータ表示でЯ定義可能であるのは、以下を満たす式
“個体変項xl,…,Xll、およびタイプ il,・,im∈VARの(個体変頂とはかぎらない)変項vl,…,VIII力落
在するとき、かつそのときにかぎる :
浄 krtxl,中ちxll■∈All:Яttr・れ x.細vr・4..剤sAT9J
(ここで、FREE①=後1,…,xlll,Vl,…,■裕、かつパラメー タvl,…,vttはタイプil,…,i14の各宇宙Al,
―・,A転に属している。)
②第二階関係Xが言語L2を用いてパラメータ表示でЯ定義可能であるのは、以下を満たす式
“タイプkl,中ちkn,il,…,im∈VARの変項ul,…,ullおよびvl,…,vm力端在する場合である :
浄 憮ul,…,ulIB∈Akl X…×A臨:刀卜1蜘町l lllaVl¨ヤ喝l mi3SATtpJ
に こで、FREE③=lul,中ち■ll.,Vち… 輔 、かつパ ラメー タ vl,…・,vmはタイプ il,…れ の各宇宙 Al,
・・,A?に属している。)
これら(1),(2)の関係 クラスを、それぞれ、PARAM.DEFl説(えL2JおよびPARAM.DEFυ
“で表示する。
任意の刀 において、関係宇宙嵐 の中に予め含まれているすべてのn項関係カシ ラヾメータ表示で
定義可能である。しかし、すべての可能な関係が (一つの)フレームの宇宙に含まれているとはか
ぎらない。
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~般構造
意味論の道具としてフレームを用いるとき、SOLの言十算体系C2は非健全、すなわち、膨t臣2
となった (1.3.2節)。 元来、われわれが非標準モデルとしてのフレームを使う理由は、標準的妥当
式の集合を縮小することにあった。それによって、第二階のすべての定理を、かつそれらのみを手
に入れることを目的とした。しかし、フレームに基づく非標準意味論によるド.Sからトァヘの縮小
は、C2の定理である包括文も排除されるほどに、徹底したものである。
構造としてフレー ムを取ることによって、言十算体系C2は非健全となるが、もしわれわれがC2
が健全であることを望むとすれば、問題の構造上の集合・関係の宇宙力＼少なくとも、SOLの式を
用いて定義可能なすべての集合・関係を含むような、そういう構造が必要である。われわれが必要
とする、そのような構造がヘンキンの一般構造である。
一般構造(9∂
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ヘンキンの一般構造を定義する、以下の三つの方法がある。本節では、最初の二つを扱う。
① われわれは計算体系が健全であることを望む。そのことは、構造がすべての包括文
(comprehension sentence)を含む式の集合「
のモデルとなる、ということを要求することに等しい。
このアプローチは構文論的であり、要求条件は健塗措条件と呼ばれる。
lbJまた、われわれは、パラメータ (=個体)を用いて定義可能なすべての第一階関係が構造の関
係宇宙に含まれること、を要求できる。後に示すように、言十算体系が包括シェーマを持つとき、こ
の定義は、最初のものと同等となる。なぜなら、一つの式の中で、どのような自由変項とどのよう
なパラメータが出現しているかに応じて、関係を定義できるが、包括シェーマ (の閉包)はそのよ
うな式で定義できる関係の存在を主張するものだからである。この第二の意味論的アプローチが要
求する条件は、定義可能な閉包条件と呼ばれる。
Kcl定義可能な関係を確保する手段として、関係宇宙に一定の(代数的)閉包条件Kclosllre conditionJ
を課すことが考えられる。第三の定義で要求される条件は、代数的閉包条件(algebraic closllre
conditioOと呼ばれる。(これについては第三節で考察する)。
2.1-般構造の定義
2.1.1健全性条件によるァ般構造の定義
えをフレー ムとする。Яが一般構造(generЛ structurelであるのは、えがすべての包括文の集合
△のフレー ム・モデルであるとき、かつそのときのかぎる。
2.1.2 定義可能な閉包による一般構造の定義
兜をフレー ムとする。兜が亨般構造(騨neral structurelであるのは、言語助を用いてパラメータ
によりЯ 定義可能なすべての関係が、構造の関係宇宙の中に含まれている、すなわち、
AFTAn∩PARAM.DEF(鬼め であるとき、かつそのときにかぎる。
2.lH3 命題 :上で与えられた一般構造の二つの定義は同値である。
【証明】
隣I兜を健全陛条件によって定義された一般構造である、とする。示すべきことは、言語助を
用いてパラメー タにより兜定義可能なすべてのn項関係Xll力＼このえの関係宇宙に含まれている
lXn∈Al)ということである。パラメータにより定義できる関係を表現するために、ゅを第二階の
式、xl,…9Xllをoこ含まれる相互に異なる個体変項、<vl,…vln>をxl,…,Xlaとは別の、Kplこ含まれる
すべての自由変項の列とする。いま、ゅで自由でない任意のn項関係変頂Xnを取る。仮定により、
えは以下の形の文 (包括文の閉包)のモデルである :
[V][ヨXlav xr…xllKX4xl中● l⇔硼
(ここで、先頭に置かれた記号 “[V]"は、式の残余部分の普通閉包であることを示す)。
従って、適切なタイプを持つすべての個体:境,…9Vmに対して、解釈nv4,~,卸はヨXllV xl…xl CXl・x
…Xll⇔tplのモデルである。ここで、r=<えM>とする (ここで、1≦i≦mであるすべてのiに対
してr(の刊i)。すると、r=<ぇM>はヨXnv xl・・‰KXllxl・・XII⇔0のモデルである。それゆえ、
包括文の主張通 りに、すべての個体杓,…9xnに対して、
<xl,す。ちxn>∈XP⇔r?¨41.xnSATゅ
⇔ BIxl,中0,、,vl,中●却 SATcP
となるような、n項関係XP∈Aュが存在する。こうして、式ゅとパラメータを用いて定義された関係
?∈嵐が関係宇宙に含まれている。
[←翻えを定義可能な閉包条件によって定義された一般構造である、とする。証明すべきことは、
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|    その構造中に含まれる関係の存在を主張する表現であるすべての包括文が、兜で真である、という
|    ことである。これは、上の証明の逆を辿ることで実行できる。そこで、まず、任意の包括文 :
[V][ヨXnv xl…llKXllxl・・ ll⇔硼
|    を取る (ここで、HEE③=徹1,…,れ,vl,…Vm})O仮定により、Яは定義可能な閉包条件によって
'    定義された一般構造であるから、任意の個体Й]…,vmに対して、
浮=(<xl,。・・ Xn>∈? :BIxl,・・・ Xn,Vl,・・・,｀謂SAT9J
である?はえの関係宇宙に含まれる。すなわち、?∈」色。よって、すべての個体杓,…9xn∈Aに対
して、
<xl,す。・,xn>∈?⇔ Elxl,・・,xn7V4,・・・M謂SATcP
⇔ <几M河…・Xnvl‐戦ェ…監vr…vlll>SATcP
ぐ⇒rSATtp
なる?が存在する。すなわち、卜 <ぇM則¨?l¨41…xn Ⅵ…vln>は[VIヨXnV xl…xnKXnxl・・・
xn⇔初のモデルである。よって、Яは任意の包括文のフレー ム・モデルである。   Q.EoD.
以後、一般構造のクラスを、ぃ と表す。
2.1.4命題 :一般構造のクラスぃ は、より小さい標準構造のクラスS.Sと、より大きいフレー
ムのクラスアとの、中間にある。すなわち、
S・S⊆
“
⊆ 亮
【証明】
それぞれの構造の定義によるQOo                       QPE.D.
2.2_般構造に基づく意味論
上の命題(2.1.つにおいても確認したように、一般構造は同時にフレー ムでもあるから (第蓮の、
第二階言語助に対して、1.2節でのフレー ム意味論の各概念がここでも当てはまる。そこで、フレ
ーム意味論に準じる形で、一般構造に基づく意味論、すなわち、一般意味論を定義することができ
る。特に、式け 、ゞ式の集合「 の引般帰結(generЛ ccjnsequencOであることを、F卜
“
りと表記す
る。
2,2.1命題 :一般帰結はフレーム帰結と標準帰結との中間にある。
【証明】
S・S⊆9長アであるから、すべての「 (式の集合)と式げ獣寸して、
「 トァゅ⇒ Γ勝 ゅ
―O
および 「 卜
“
ψ⇒ F卜.Sゅ―②
が成り立つことが容易に示せるQOo                       Q.E.D。
2.2.2系:一般妥当性 (一般構造における妥当性 general vattdity)はフレー ム妥当性Oame
vaLdityjと標準妥当性(standardvalidityjとの中間にある。すなわち、すべての式ωこ対して、
トァ幅)卜
“
わかつ 卜
“
ゅ⇒卜,sゅ
が成り立つ⑫O。
2.3ァ般構造における健企性と完全性
2.3.lT般構造におけるC2の健全性
「 ∪ 鰯 ⊆FORMOめとするとき、すべてのFとKplこ対して、F rC2tpor卜
“
ゅ。
【証明】
言十算体系C2は、言十算体系Cめに包括シェー マを追加することによって得られる。ところで、
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C議はフレームに関して健全であった。すなわち、
「 に鹿tpOrトァゅである(1.3.lfO。
このことから、
「 ∪△に乃9⇒F∪△トァゅ
・虫③
が導かれる。しかるに、C2とCルの関係は、C2の定理の集合を臣2と表記し、△を包括文の集合
とすると、 rC2=K万2∪|ば△rf2ΨIであるから
「 ∪△脇 ゅ⇔F陣29…・②
である。他方、包括文はすべてのフレー ムで成り立つ訳ではない(1.3.2f幼が、一般構造の定義(2.1.1)
により、包括文のモデルになるようなフレー ムこそ一般構造に他ならないから、
「 ∪△卜卿⇔F ttψ…③が成り立つ。これら①、②、③より、
P rc型⇒「 卜
“
ゅ
が成り立つ。                                  QoE.D.
2.3.2 5∫におけるc鹿の抑
「 ∪lcPl⊆FORMIL21のとき、(すべてのFとcPlこ対して、F卜
“
ψ⇒F kttψ)という訳ではな
▼ヽ 。
【証明】
定義により、一般構造では、個体宇宙も関係宇宙も空ではない lA≠の,嵐≠②)。 よって、式
ヨXヨ通 はすべての一般構造で真である。しかし、この式は(万2では証明できない⑫O。 ゆえに、
卜
“
りではあるが、に鹿っではない、式9が存在する。すなわち、C2は不完全である。 Q.E.D.
2.3.3 りびにおけるC2の完全性は、アにおける晩 の完全性から導ける。
Σ∪「 ∪ |″,ゅ|⊆FORMC功であるとき、もしダにおいてCr2が完全ならば、家;において、
C2は完全である。すなわち、
(VΣ)(Vψ):Σレψ⇒Σ ttψ
⇒ (V「)(Vω:F卜
“
ゅ⇒F臣2ゆo
【証明】
まず、フレームにおいてCゎが完全である、と仮定する。すなわち、
(VΣ)(Vψ):Σトァ″⇒Σに膨″ (ここで、Σ∪ l ψl⊆FORMC功である)。
そのとき、任意の「 、△、ゅに対して、
「 ∪△卜猟つF∪△に帰9…・①
である。ここで、特に、△はすべての包括文の集合である、とする。ところで、一般構造の定義に
より、△のモデルとなるようなフレー ムが一般構造であるから、
「 ∪△卜卿
虚〉F陀憩腑・②
が成り立つ。他方で、計算体系C2の規則は、助 の規則に包括シェー マ規則 (前提なしで包括シェ
マーを導入することを許す規則)を加えたものに他ならないから、
Γ∪△言2‐「 rC2ψ"・③が成り立つ。これら①、②、③から、任意の「 、りに対して、
「 卜
“
ゅ⇒F臣2ゆ
が導かれる。                                      Q.E.D.
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前節において、われわれは、二つの同値な一般構造の定義を与えた。それらは、いずれも形式言
語に依存した定義である。本節では、代数的閉包条件を用いる、一般構造の、別の定義を考察する。
3.1構造における基本的関係
REL(刀を、兜上のすべての関係――すなわち、えのある宇宙に含まれるすべての第二階関係 (特
殊な場合として第一階関係を含む)一―のクラスとする。当然、このクラスは、任意の有限の頂数
n(n≧1)を持つすべての関係を含んでいる。さて、われわれは、REL∽の中の一定の関係に名
前をつける。そして、パラメータにより兜定義可能なすべての第一階。第二階関係のクラスを、代
数的手段によって定義可能とさせるところの、いくつかの基本的関係と演算を定義する。こうして
定義されたクラスから、一般構造に含まれるべき個体間の関係が手に入る。
代数的手段に使われる基本的関係と演算は以下の7個である :
lalメンバー性(membership)
n≧1なるすべてのnに対して
∈n=|<X,xl,・・・,xn>∈Å1×AIl i<xl,…,xn>∈XI
として定義される関係を「メンバー性Jと呼ぶ。関係を、何らかの言語によって内包的に記述され
た条件として捉えるのではなく、個体の)1頁序n組みの集合としてn項関係宇宙の中に存在する関係
を、メンバー性という集合論的道具により、言わば「直接に」捉える。
①差(dilference)
同一タイプの関係乳S∈REL(刀に対して一―すなわち、RもSも、えの一定の宇宙から作られ
る同じデカルト積の部分集合であるとき一一
R―S
は、集合の通常の差(direrence)を表す。
Cclデカル ト積(Cartesian pЮductl
R∈REL(分であるすべての関係Rと関係宇宙Ant獣すして、デカルト積を、通常の通り、
Åュ×R
で表す (すべてのn≧1に対して)。 A×Rも同様である。
(の置換1(最後の項目が先頭に来る置換permutation)
R∈REL(刀かつR⊆Al×―・Ain(n≧2)とする。ただし、Ail(1≦j nlは、A9団体宇宙)またはある
kに対してAk(k項関係宇宙)である。このとき、Rの置換1をつぎのように定義する :
PERl(Rl=|<vII,vl,…,Vn‐1>:<vl,…,Vn>∈RI。
③ 置換2(第一の項目が第二の項目になる置換)
上と同様に、R∈REL(力とする。このとき、置換2をつぎのように定義する :
PEル(Rl=|<v2,Vl,V3,…,Vll>:<Vl,…,vII>∈RI。
lD鵜●roiectiOnl
上と同様に、R∈REL(のとする。このとき、身寸影をつぎのように定義する :
PROJ(Rl=|<vl,中●,vn‐1>:ヨu<vl,…ちvn‐1,u>∈RI。
①単元集合Gingletonl
すべてのR∈AまたはR∈Åitけ寸して、
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1      冊|      はRの単元集合である。
3.1.1上のフ項目の下での閉包(closure)
|       えを第二階のフレー ム、REL(刀を兄の宇宙上でのすべての関係のクラスとする。すべてのD⊆
I       REL骸)に文寸して、
Dが7項目に関して閉じている
⇔すべての基本関係がDにふくまれ、Dがすべての基本演算の下で閉じている、
十      である。             ,
3.1.2代数的に定義された関係
第二階フレーム 刀 が与えられたとする。このとき、代数的に定義された関係のクラス
ALG,DEF(刀は、7項目に関して閉じたREL(刀の最′よ増1分集合として定義される。すなわち、
ALG.DEFしつ=∩(D:REL(∈刀⊆D⊆REL⑭
&Dは7つの基本関係・演算の下で閉じている)
フレー ムの定義によれイ点 )F空の集合Aが与えられ、OPER.CONS中のすべての記号に適切な
解釈が定められても、それによって一意にフレー ムえが腱定される訳ではない。Aに基づくフレー
ムЯは多数存在する。従って、各集合Aに対して、複数のALG.DEF(のが存在する。
3.2-般構造の代数的定義
3.2.1代数的閉包(algebraic ciosure)による定義
フレー ム兜が一般構造である
⇔すべてのn≧1に対して、嵐=TAII∩ALG.DEF(分。
こうして、代数的に定義された一般構造とは、n項関係宇宙カミ 7項目に関して閉じた (個体の
順序n組の集合としての)関係の集合であるような、フレー ムである。
3.2.2命題 i上で与えられた代数的閉包を用いる一般構造の定義は、定義可能閉包により与えら
れた定義(2.1.動と同等である。
【証明】
示すべきことは、
ALG.DEFしつ=PARAM.DEFttL21
ということである。
[⊇:]まず、7項目の基本関係・基本演算カシヾ ラメー タによって定義されることを示す優め。
[⊆i]つぎに、パラメー タによって定義された関係が代数的に定義可能であることを示せばよいQD。
Q.].D.
*          *          *
われわれは、本論において、第二階論理の非標準モデルとしての、フレームおよび一般構造を考
察してきた。言語の表現力が論理のメタ特陛とどのように関連するか、というのがわれわれの問題
意識の出発点であった。以後、われわれは二つの方向でこの探求を進める。一方は、第一階論理の
一層の拡張であるタイプ理論であり、他方は本論の序論 (「はじめに」)で取り上げた多領域論理の
方向である。前者においては、対象の四旨l■と言語との相互関連が、後者においては、論理の統一
的視点ということが、問題となるであろう。
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(1)第二階論理の不完全隆は、ゲーデルの不完全陛定理から帰結する。大雑把には以下のようになる。
まず、第二階ペアノ算術の公理系 (公理の連言)をΠとし、ゲーデル文をGとすると、不完全l■
定理によって、Π卜G、 しかしΠ卜Gではないとこのとき、Π→Gは第二階論理の妥当式である
が、論理的定理ではない。すなわち、卜Π→G しかし、卜Π→Gではない。なぜなら、もし卜Π
→Gなら|ふ第二階論理でΠ卜Gとなるが、これは、先の、不完全陛定理からの、Π卜Gでない、
ということと矛盾するからである。よって、第二階論理には、妥当である力澪正明できない式が存
在する、すなわち、不完全である。Henlcin[19501p.81およびMendelson[19971p.376参照。ま
た、ManzanO[19961 pp.96‐1 4では、直接に、第二階論理の表現力に訴える方法による証明が与
えられている。本論での考察はManzano[1996](特に第4章)に多くを負っている。
(21田ナ 1200』,田大田[2002]を参照されたい。本論での記号法は、参照の便も考慮して、これら先
行の拙論でのそれに、原則として、一致させる。
(D Henkin[194倒,Henlcin[19501,Henkin[1953]参照。1950年の論文で、ヘンキンは、一般構
造に基づく非標準意味論である一般意味論に関して、タイプ理論 (高階論理)の完全陛を初めて
証明した。第二階論理の同様の完/‐B陛証明の方法については、 1949年の論文で示されたいわ
ゆる「ヘンキン1組の証明方法で証明を実行できることが、Henlcin[19501の脚注6で述べられ
ている。これの簡潔な記述はWfendelsOn[1997]pp.378‐380に見られる。
(41第二階論理の計算体系C2はシークエント計算として展開される。原始規則は、仮定導入,単調
性、場合分け、非矛盾、前件選言導入、後件選言導入、前作個体存在化、後T4T団体存在化、個体
反射陛、同一個体導入、前件関係存在化、後件関係存在化、外延′性、および包括シェーマの14
個である。Manzano[19961第2章pp.73‐90参RR。
⑤C2は、C2の14個の原始規則のうち、包括シェーマlcOmprehension schemめの規則を取り除
いて、規則を13個に減らすことで、C2を弱めて得られる言十算体系である。また、0ちでは、等
号力X団体記号間で使われるとき、∝ 2の原女錆己号と見なされる。Manzano[199d pp.73‐78参照。
Henkin t1953]での F士士と F士が 、 そ れ ぞ れ 、C2とC2に女↓応 す る。
161本論では、「集合」と「クラス」という言葉を、集合論の伝統に即する形で厳密に使い分ける、
ということはしないが、強いて区別するとすれば、「集合」は式の集まりを、「クラス」は構造の
集まりを表すのに用いる。
(71WEanzano[19961p■53.
C81田畑 [2001]pp.143‐14 参照。
(9)A/1anzano[19961p.156による。
(101実際、このことは、つぎのようにして示せる。まず、ゅトァΨ&Ψトァゅと仮定する中ЦO。いま、
r=望、傍でr卜s,sψとなるような、任意の標準モデルrを取ると、S.S⊆ァであるから、rはゅの
フレー ム・モデルでもある。つまり、rトァゅである。ところが、①の仮定より、ゅトァΨであるか
ら、rトァΨである。Лよ標準モデルだったから、r卜s.SΨである。つまり、rはΨの標準モデルで
ある。以上より、ゅの任意の標準モデルは、Ψの標準モデルでもある。ゆえに、9卜ss Ψである。
同様に、Ψttsゅが成り立つ。ゆえに、ゅ卜ss Ψ&Ψ ttsゅ が導かれる。こうして、フレー ム同
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値性から論理的 (標準的)同値′陛が導かれることが示せた。
(11)田畑 [2001]p.150参照。
(12JA―tO,1)を個体宇宙とするフレー ムЯを考える。1項関係宇宙Alを、
Al={り,(0,1)}⊂?坪
とすると、この関係宇宙のどの1項関係Zに対しても、個体xとyで、ZxとZyの真理値が一致
するから、
{<x,′∈A2:rXXウsATV ZIZx<→Zyl}=(<0,0>,<0,1>,<1,0>,<1,1>}
となる。他方、洋 (0,1)上の2項関係は評 (=A×A)の部分集合であるから、4雅16個存在する
が、そのうち、反射的であるのは、く0,0>と<1,1>を含む、以下の4個である :
焦0,0>,<1,1>,<0,1>,<1,0球
佳0,0>,<1,1>,<0,1球
佳0,0>,<1,1>,<1,0球
焦0,0>,<1,1群
いま、もし、2項関係宇宙A2のなかに、上の4個の反射的関係の内で上から3番目のものしか
含まれていないとする。すなわち、
A2={ ・… 僚0,0>,<1,1>,<1,0球 … }
とする。このとき、
佳x,″∈A2:rXXyy sATV Z2(V z z2zz―x_vl)=焦0,0>,<1,1>,<1,0丹
こうして、式 :∀ZIZx⇔ZyJとV Z2(v z z2zz―xvlによって定義される関係は、フレー ム上で
は、異なることがあり、しかも、それらは同一`隆関係檻0,0>,<1,1対とも異なりうることが分かる。
(10A/1anzano[19961p.158による。
(141詳しくはこうなる。例えイ求 rlxJ=1、rlyl=3とする。1≠3であるから、rlxJ≠roである。と
ころが、式V XIXl⇔Oは成り立つ。なぜなら、r(Юとして取れるのは、②か(1,2,研であるが、
FIXJ=②のとき、1∈②令〉3∈りが成り立ち、r(Ю=(1,2,3Jのとき、1∈(1,2,3J←>3∈(1,2,3Jが成
り立つからである。同様に、rlxl=1&Д♪=2またはF位岸2&rυ=3のときも、rlxl≠rlyJであ
るが、式V XKXx⇔ylは真となる。
(15)例えば、個体宇宙がAF(1,2,3)であるフレー ムえを取る。これが正規でなく、 1項関係宇宙が
11,2,辞,②)であるようなとき、1≠3であるにも関わらず、1∈(1,2,3令〉3∈(1,2,器、1∈②令〉3
∈のとなり、 1と3は識別できない。しかし、正規なフレー ムでは、例えば、Al={(1,2,齢9
(1},(2J,紛)といった仕方で、すべての単元集餌1),k2J,(3)がAlに含まれるから、識別できない個体
xとy、 すなわちVX∈Allx∈X令〉y∈Xlが成り立つような個体xとyは、必ず同一である。(も
ちろん、この場合は、 1と3は識別できるから、同一ではない。)
(161なぜ ら、定義により、RELISt∽=Un≧12部であるのに文寸して、フレー ムにおいては、Al
⊆P部だから、眺≧lAl⊆Un≧lTAal、.・。眺≧lAl⊆RELIS咆り、 となるからである。
(17)解釈r=<兜M xlX¨nxl計を、身キ1…mlxl担dまたは分 lxl,…x迅と略言己する。田畑 12001]p.147
参員R。
(181任意の標準構造兜=<A,<嵐>n≧1,<CЯ>c∈oPttcoNS>を取る。」4は特にÅ=TAllとなるフ
レー ムである (フレー ムの定義 1,1.1による)。 しかも、この構造では包括文が妥当になるから、
一般構造の第一の定義 (2.1.1)により、兄は一般構造である。よって、S,S⊆9びである。また、
任意の一般構造は (一般構造の定義2.1,11こより)特殊なフレー ムであるから、9辰アである。
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(1働③については以下のようにして示すことができる。兜∈
“
とする。いま、えが「 のモデル (つまりЯが「 中のす
べての式のモデル)であるとする…(イ)。 9長アであるから、Я∈アである。
・…(口)。 ところ力＼「 トァ9と仮定されていた。すなわち、Fの任意のフレー ム
・モデルはゅのモ
デルである、とイ反定されていた。ゆえに、この仮定と、(イ)(口)から、兜カコのフレー ム・モ
デルである、ということが導かれる。兜は一般構造だったから、えはりの一般構造モデルである。
こうして、似∈9も&Я卜「 )⇒え卜ぃゃが示された。ゆえに、F卜ωtp。 この結論は、仮定Fトア
9の下で導かれたから、「 卜角
序〉F卜
“
ψ、つまり①が示されたことになる。②も全く同様のやり
方で示しうる。
(20これは、2.2.1の命題で、「
=2と置いた場合に外ならない。
(21)ここで詳しく追跡する余裕はないカミ∈効 原ヽ始述語定項として等号を持っていることを考慮し
て、同一性を表現する原始式以外のすべてに「偽」を振り当て、同一性表現のみに「真」を振り
当て、命題結合子は通常の真理関数で解釈し、量化表現の真理値は量化子を除いた部分の真理値
に一致すると解釈すると、k乃ゅなら1釣は真となるが、ヨXヨ透後は真とならず、よって、この
式は c-2では証明できないと結論する、というテクニックを使うことができる。
Manza側[19961p.95参照。
02)第二階関係としての(alメンバ 性ーについては、∈n=|<X,xl,…,xn>∈Al×All i Я[な1蜘聰1.Ⅸ』
SATα五・・・xDIと表せる。lbJ差は、R=|<ul,一,鴫>∈Al×…×An:Brulれhl,…詞Rul…u封、
S=|<ul,。・ち鴫>∈Al×―・×Ani/1ul¨柏町1組dSul・・・u∬とすると、R―S={<ul,・・ち鴫>∈Al×―・
×A∫Elul4¨ュ■u』KRul…un∧司Sul…h))と表せる。① デカル ト積は、R∈REL(刀のとき、Al
×R=|<X,ul,・・・札 >∈嵐 ×Al×…・×AinttRl11¨甑Rul.…詞SATCRul…un)|と表せる。(の置換 ユは、
PERllRl=|<vll,vl,~,Vll■>∈Al×…×A正ジむr ェゝ司 SATIRvl・・・ヽ瀞 |と表せる。lel置換 2は、
PER21Rl=|<鞄,vl,聰…,VII>∈Al×…×An i ECVい町ェ司SATIRvl…輸 |と表せる。①射影は、
PROJ(D=|<vl,・・・,vn‐1>∈Al×…×An:/1Vr・ゝ ェ司SATヨuCRvl・・・Vll‐lullと表せる。Cgl単元集
合は、IRI=IX∈Åェ:ジ仲qも岨 α=RllまたはIRI=IX∈A:X RIと表せる。
(231式ゅの形成規則に基づく数学的帰納法によるが、式″と式ζがおのおの関係RとSを定義すると
き、式″∧ζが関係R∩Sを定義するように、(文結合集合子・量化子とブール演算子との対応
により)パラメータを含む式により定義される関係がブール1寅算子に関しても閉じていることを
利用して、それらが、7項目の基本関係 。基本演算に関して閉じた関係の集合に含まれることを
示さねばならない。
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